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Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (ËÑ)
Îòêëèê ñèñòåìû íà ñóììó âîçäåéñòâèé ðàâåí ñóììå îòêëèêîâ
íà êàæäîå âîçäåéñòâèå.

- -
x1(t) y1(t)

h(t)

- -
Ax1(t) + Bx2(t) Ay1(t) + By2(t)

h(t)

Ñîîòíîøåíèå âõîäà è âûõîäà ËÑ ìîæåò áûòü îïèñàíî ËÄÓ:

y(t) =
P∑
i=0

bi
d ix(t)

dt i
−

Q∑
k=1

ak
dky(t)

dtk
, (1)

êîýôô-òû bi è ak çàâèñÿò îò õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû (R, L, C).
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Èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

Èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ (impulse response), èëè
èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ÈÕ) � îòêëèê ñèñòåìû íà
äåëüòà-ôóíêöèþ Äèðàêà.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü ËÑ â ïðîñòðàíñòâå âðåìåíè, ñèãíàë íà
âûõîäå ËÑ y(t) ìîæíî ðàññ÷èòàòü êàê ñâ¼ðòêó âõîäíîãî
ñèãíàëà x(t) ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé h(t):

y(t) =

+∞∫
−∞

h(τ)x(t − τ)dτ, èëè y(t) = h(t)⊗ x(t). (2)
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Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

Â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ ÷àñòîò s ËÑ îïèñûâàåòñÿ
ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (transfer function).

- -
X (s) Y (s)

H(s)

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (ÏÔ) � ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ËÑ. Âûõîäíîé ñèãíàë
Y (s) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âõîäíîãî ñèãíàëà X (s) è
ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè H(s):

Y (s) = H(s) · X (s), (3)

ãäå X (s) = L {x(t)}, Y (s) = L {y(t)}, H(s) = L {h(t)}
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À×Õ/Ô×Õ. Ñâÿçü ÈÕ è ÏÔ
Äëÿ îïèñàíèÿ ËÑ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè (âåùåñòâåííûå ÷àñòîòû)
ðàññìàòðèâàþò ìîäóëü (À×Õ) è àðãóìåíò (Ô×Õ) ÏÔ:

À×Õ(w) = |H(iw)|, Ô×Õ(w) = arctg
Im{H(iw)}
Re{H(iw)}

. (4)

H(iw) � ýòî ôóðüå-îáðàç ÈÕ, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâÿçàíû:

F {h(t)} = L {h(t)}|s=iw . (5)

Çíàÿ À×Õ/Ô×Õ èëè ÏÔ, âûõîäíîé ñèãíàë ËÑ ìîæíî
ðàññ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñâ¼ðòêå:

y(t) = F−1 {F {h(t)} · F {x(t)}} èëè
y(t) = L−1 {L {h(t)} · L {x(t)}} . (6)
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Ôèëüòðû

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëîâ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ËÑ,
íàçûâàåìûå ôèëüòðàìè, À×Õ êîòîðûõ èìååò îïðåäåë¼ííóþ
ôîðìó:

I Ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò � ÔÍ×
(low-pass �lter � LPF).

I Ôèëüòð âåðõíèõ ÷àñòîò � ÔÂ×
(high-pass �lter � HPF).

I Ïîëîñíî-ïðîïóñêàþùèé ôèëüòð � ÏÏÔ
(band-pass �lter � BPF).

I Ïîëîñíî-çàãðàæäàþùèé ôèëüòð
(ðåæåêòîðíûé) � ÏÇÔ
(band-stop �lter � BSF).

-

6

-

6

-

6

-

6
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Ëèíåéíûå äèñêðåòíûå
ñèñòåìû (ËÄÑ)
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Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ËÑ
Ïðèìåíåíèå àíàëîãîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê äèñêðåòíûì
ñèãíàëàì âû÷èñëèòåëüíî íåýôôåêòèâíî. Äëÿ îáðàáîòêè
äèñêðåòíûõ (öèôðîâûõ) ñèãíàëîâ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ËÄÑ:

- -
x(n) = xn

X (z) = Z{x(n)}

y(n) = yn

Y (z) = Z{y(n)}
h(n)

H(z)

ÈÕ ËÄÑ h(n) � ðåàêöèÿ íà åäèíè÷íûé ñêà÷îê.
Ñîîòíîøåíèå âõîäà è âûõîäà ËÄÑ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
äèñêðåòíîé ñâ¼ðòêè:

y(n) =
∞∑

m=0

h(m)x(n −m) (7)

Ðàñ÷¼ò ðåàêöèè ËÄÑ â Python ïî ôîðìóëå ñâ¼ðòêè (èçâåñòíû
îòñ÷¼òû ÈÕ, ÈÕ � êîíå÷íàÿ):
y = scipy.signal.convolve(x, h)
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Äèñêðåòíàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ
ЛДС можно описать в пространстве z-частот при помощи
дискретной ПФ H(z) – результат Z-преобразования ИХ ЛДС.

H(z) = Z{h(n)} =
∞∑
n=0

h(n)z−n (8)

Плоскости z и s связаны: z = es∆t . Z-преобразование отображает
точки iw -оси (Re(s) = 0) на s-плоскости в окружность единичного
радиуса (|z | = 1) на z-плоскости.
Дискретная ПФ фильтра может быть записана в виде:

H(z) =
B(z)

A(z)
=

P∑
i=0

biz
−i

1 +
Q∑

k=1

akz−k
. (9)

АЧХ/ФЧХ дискретного фильтра определена для нормированных
частот −π < ω < π, причём π соответствует частоте Найквиста.
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Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

Äëÿ ðàñ÷¼òà ðåàêöèè ËÄÑ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå:

yn =
P∑
i=0

bixn−i −
Q∑

k=1

akyn−k , (10)

â êîòîðîì bi è ai � êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ ÏÔ, P � ïîðÿäîê âõîäíîãî ñèãíàëà, à Q � ïîðÿäîê
îáðàòíîé ñâÿçè. Îáû÷íî P = Q = N è ñîîòâåòñòâóþò ïîðÿäêó
ôèëüòðà.

Ðàñ÷¼ò ðåàêöèè ËÄÑ â Python ïî ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ
(èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû ÏÔ):
y = scipy.signal.lfilter(b, a, x)
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Ðåêóðñèâíûå è íåðåêóðñèâíûå ôèëüòðû

Ïî îñîáåííîñòÿì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (èëè ÈÕ) ôèëüòðû
ìîæíî ïîäåëèòü íà äâà êëàññà:

I Ðåêóðñèâíûå ôèëüòðû � ôèëüòðû, ó êîòîðûõ yn
îïðåäåëÿåòñÿ ïî xn è ïðåäøåñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè
âõîäíîé è âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Êàê ïðàâèëî,
ðåêóðñèâíûå ôèëüòðû èìåþò áåñêîíå÷íóþ ÈÕ h(n),
ïîýòîìó èõ åù¼ íàçûâàþò ÁÈÕ-ôèëüòðàìè.

I Íåðåêóðñèâíûå ôèëüòðû � ôèëüòðû, ó êîòîðûõ yn
îïðåäåëÿåòñÿ òåêóùèì è ïðåäøåñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè
òîëüêî âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íåðåêóðñèâíûå
ôèëüòðû âñåãäà èìåþò êîíå÷íóþ ÈÕ h(n), ïîýòîìó èõ åù¼
íàçûâàþò ÊÈÕ-ôèëüòðàìè.
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Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ÊÈÕ- è ÁÈÕ-ôèëüòðîâ

ÊÈÕ

FIR � �nite impulse response
(Íåðåêóðñèâíûå ôèëüòðû)

I Îøèáêè íå íàêàïëèâàþòñÿ.
Âñåãäà óñòîé÷èâû.

I Ëèíåéíàÿ Ô×Õ.

I Ïîðÿäîê áîëüøå.

ÁÈÕ

IIR � in�nite impulse response
(Ðåêóðñèâíûå ôèëüòðû)

I Òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà íà
óñòîé÷èâîñòü.

I Íåëèíåéíàÿ Ô×Õ.

I Ïîðÿäîê ìåíüøå.
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ÊÈÕ- è ÁÈÕ-ôèëüòðû (ïðèìåð)
Èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà:

Ô×Õ:

À×Õ:

À×Õ (ëîãàðèôì. ìàñøòàá):
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Êàóçàëüíûå è íåêàóçàëüíûå ôèëüòðû

I Êàóçàëüíûé (causal), èëè ¾ïðè÷èííûé¿ ôèëüòð �
ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûé ôèëüòð, ó êîòîðîãî ðåàêöèÿ yn â
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè n ÍÅ ÇÀÂÈÑÈÒ îò çíà÷åíèé
âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ xi â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû i > n.

I Íåêàóçàëüíûé ôèëüòð � ýòî ôèëüòð, ó êîòîðîãî ðåàêöèÿ yn
â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè n çàâèñèò îò çíà÷åíèé âõîäíîãî
âîçäåéñòâèÿ xi â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû i > n. Òàêîé
ôèëüòð íåëüçÿ ôèçè÷åñêè ðåàëèçîâàòü â ðåæèìå
ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Íåêàóçàëüíûå ôèëüòðû ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòèêå â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîöåäóðà ôèëüòðàöèè ïðîèñõîäèò íå â
ðåàëüíîì âðåìåíè, à âûïîëíÿåòñÿ íàä õðàíÿùèìèñÿ â ïàìÿòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè êîíå÷íîé äëèíû.
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Íåêàóçàëüíûå ôèëüòðû
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Ìåäèàííûé ôèëüòð (1)

Ïðèìåðîì íåêàóçàëüíîãî ôèëüòðà ÿâëÿåòñÿ ìåäèàííûé ôèëüòð.
Çíà÷åíèÿ îòñ÷¼òîâ âíóòðè îêíà ôèëüòðà ñîðòèðóþòñÿ â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Íà âûõîä ôèëüòðà ïîñòóïàåò çíà÷åíèå,
íàõîäÿùååñÿ â ñåðåäèíå óïîðÿäî÷åííîãî ñïèñêà.
Ïðèìåð ôèëüòðà ñ îêíîì 3:

[0.18, 0.06, 0.49, 0.46, 0.93, 0.87, 0.32, 0.52]

0.18, 0.18, 0.06 -> 0.18

0.18, 0.06, 0.49 -> 0.18

0.06, 0.49, 0.46 -> 0.46

0.49, 0.46, 0.93 -> 0.49

0.46, 0.93, 0.87 -> 0.87

0.93, 0.87, 0.32 -> 0.87

0.87, 0.32, 0.52 -> 0.52

0.32, 0.52, 0.52 -> 0.52

[0.18, 0.18, 0.46, 0.49, 0.87, 0.87, 0.52, 0.52]
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Ìåäèàííûé ôèëüòð (2)

Â Python ìåäèàííûé ôèëüòð ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîäîì:
y=scipy.signal.medfilt(x,kernel_size=5)

Ñèãíàë: Ñïåêòð:

Ðàçìåð îêíà äîëæåí áûòü íå÷¼òíûì.
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Ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå

Åù¼ îäèí ïðèìåð íåêàóçàëüíîãî ôèëüòðà � ôèëüòð
ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî (moving average):

yn =
1

N

N
2∑

i=−N
2

xn−i (11)

Ïðèìåð ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïî ïÿòè
òî÷êàì:

yn =
1

5
xn−2+

1

5
xn−1+

1

5
xn+

1

5
xn+1+

1

5
xn+2
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Âçâåøåííîå ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå

Èíîãäà, ïðè ïîñòðîåíèè ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî, íåêîòîðûå
çíà÷åíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè öåëåñîîáðàçíî ñäåëàòü áîëåå
çíà÷èìûìè.
Âçâåøåííîå ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå:

yn =

N
2∑

i=−N
2

wixn−i ,
∑

wi = 1 (12)

Âçâåøåííîå ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå ïî ïÿòè
òî÷êàì ñ ëèíåéíîé âåñîâîé ôóíêöèåé:

yn =
1

9
xn−2+

2

9
xn−1+

3

9
xn+

2

9
xn+1+

1

9
xn+2
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Êàóçàëüíûé ôèëüòð ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî
Полученное значение скользящего среднего относится к середине
выбранного интервала. Если относить значение к последней точке
интервала, фильтр можно считать каузальным:

yn =
1

N

N−1∑
i=0

xn−i ⇒ h(n) =

{
1
N ,n=0...N−1

0
,H(z) =

N−1∑
i=0

1

N
z−i

ИХ: АЧХ: ФЧХ:

Увеличение числа точек при реализации фильтра сужает основной
лепесток, но существенно не уменьшает амплитуду боковых
лепестков АЧХ. Фильтры не подходят в том случае, где требуется
большое ослабление в полосе задержания.
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ÊÈÕ-ôèëüòðû
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ÊÈÕ-ôèëüòðû ñ ëèíåéíîé Ô×Õ

ÊÈÕ-ôèëüòð äëèíû N îáëàäàåò ïîðÿäêîì R = N − 1.
ÊÈÕ-ôèëüòð èìååò ëèíåéíóþ Ô×Õ, åñëè îí ñèììåòðè÷åí èëè
àíòèñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî òî÷êè n = R

2 .

I I – R чётный, h(n) симметричная:
любая избирательность

I II – R нечётный, h(n) симметричная:
ФНЧ, ППФ

I III – R чётный, h(n) антисимм.:
ППФ

I IV – R нечётный, h(n) антисимм.:
ФВЧ, ППФ
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Ñèíòåç ÊÈÕ íà îñíîâå èäåàëüíîãî ÔÍ×

АЧХ идеального ФНЧ

ИХ идеального ФНЧ

1. ИХ идеального
ФНЧ усекается,
накладывается
оконная функция

2. Взвешенная ИХ
соответствует
КИХ-фильтру I
типа

3. АЧХ полученного
КИХ-фильтра

Ñîëîâüåâ À. Â. Àëãîðèòìû îáðàáîòêè äàííûõ ñ ÌÝÌÑ-äàò÷èêîâ â ÈÑ



Àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ
Ïðèíöèïû ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ
Öèôðîâûå ôèëüòðû
Àäàïòèâíàÿ ôèëüòðàöèÿ

Ñèíòåç ÊÈÕ-ôèëüòðà â Python

h = scipy.signal.firwin(numtaps, cutoff, window=’hamming’)

I numtaps � äëèíà ôèëüòðà (íå÷¼òíàÿ � ôèëüòð òèïà I,
÷¼òíàÿ � ôèëüòð òèïà II);

I cuto� � ÷àñòîòà ñðåçà (èëè ñïèñîê ÷àñòîò);

I window � îêîííàÿ ôóíêöèÿ (çàäà¼òñÿ ñòðîêîé èëè
êîðòåæåì ïàðàìåòðîâ);

I nyq � ÷àñòîòà Íàéêâèñòà (1/2 ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè), ïî
óìîë÷àíèþ � 1.0 (îñòàëüíûå ÷àñòîòû çàäàþòñÿ â äîëÿõ).

Типы поддерживаемых окон: boxcar, triang, blackman, hamming,
hann, bartlett, flattop, parzen, bohman, blackmanharris, nuttall,
barthann, kaiser*, gaussian*, general_gaussian*, slepian*, chebwin*
Âîçâðàùàåòñÿ h � ìàññèâ îòñ÷¼òîâ ÈÕ.
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Ñèíòåç ÊÈÕ-ôèëüòðà â Python (ïðèìåð)

ÈÕ: À×Õ:

b1 = signal.firwin(41, 0.5, window=’boxcar’)
n1 = signal.get_window(’boxcar’,41)
w1, h1 = signal.freqz(b1)
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Ïðèìåíåíèå ÊÈÕ-ôèëüòðà â Python

Ñèãíàë: Ñïåêòð ñèãíàëà:

z1 = signal.convolve(b1,z) # даёт len(b1)+len(z) отсчётов
z2 = signal.lfilter(b1,[1],z) # даёт len(z) отсчётов
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ÁÈÕ-ôèëüòðû
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Ñèíòåç ÁÈÕ-ôèëüòðîâ íà îñíîâå àíàëîãîâîãî ïðîòîòèïà
À×Õ: Ô×Õ: À×Õ (ëîã. øêàëà):

b,a=signal.iirfilter(N,Wn,rp=None,rs=None,btype='lowpass',ftype=...)

signal.iirfilter(12,0.5,rp=3,rs=20,btype='lowpass',ftype='elliptic')

I N � ïîðÿäîê ôèëüòðà;

I Wn � êðèòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà (èëè ìàññèâ) â äîëÿõ nyq;

I btype � èçáèðàòåëüíîñòü ('lowpass', 'hipass', 'bandpass', 'bandstop');

I ftype � ôèëüòð-ïðîòîòèï ('butter', 'cheby1', 'cheby2', 'elliptic', 'bessel');

I rp � àìïëèòóäà ïóëüñàöèé â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ (äÁ) � äëÿ ×1 è Ý;

I rs � ìàêñ. äîï. óñèëåíèå â ïîëîñå çàäåðæêè (-äÁ) � äëÿ ×2 è Ý;

I b è a � êîýôôèöèåíòû ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ÏÔ.
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Êàñêàäíàÿ ñõåìà ôèëüòðîâ
Âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ôèëüòðà âûñîêîãî ïîðÿäêà â âèäå
êàñêàäà ôèëüòðîâ áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå êàñêàäà èç
äâóõ ôèëüòðîâ âõîäíîé ñèãíàë ñíà÷àëà ïîñòóïàåò íà âõîä 1-ãî
ôèëüòðà, à âûõîä 1-ãî ôèëüòðà ïîäà¼òñÿ íà âõîä 2-ãî ôèëüòðà.
Àíàëèòè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ ÏÔ íà ìíîæèòåëè:

H(z) =
B(z)

A(z)
=

B1(z)

A1(z)
· B2(z)

A2(z)
= H1(z) · H2(z) (13)

- -
xn yn

H(z)

xn - H1(z) - H2(z) -
yn
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Ïàðàëëåëüíàÿ ñõåìà ôèëüòðîâ
Возможна реализация фильтра высокого порядка в виде суммы
фильтров более низкого порядка. Результатом является сумма
выходных сигналов параллельных фильтров. Аналитически это
соответствует разложению ПФ на простые дроби:

H(z) =
B(z)

A(z)
=

B1(z)

A1(z)
+

B2(z)

A2(z)
= H1(z) + H2(z) (14)

- -
xn yn

H(z) - H1(z)

- H2(z)

rxn j+?
6

-
yn

В Python для выполнения разложения на дроби используются
функции: r,p,k=scipy.signal.residue(b,a) или
r,p,k=scipy.signal.residuez(b,a).
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Ôîðìû ðåàëèçàöèè ôèëüòðîâ
Ïðÿìàÿ I

Ïðÿìàÿ òðàíñïîíèðîâàííàÿ

Ïðÿìàÿ II (êàíîíè÷åñêàÿ)

Êàíîíè÷åñêàÿ òðàíñïîíèðîâàííàÿ

Ñîëîâüåâ À. Â. Àëãîðèòìû îáðàáîòêè äàííûõ ñ ÌÝÌÑ-äàò÷èêîâ â ÈÑ



Àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ
Ïðèíöèïû ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ
Öèôðîâûå ôèëüòðû
Àäàïòèâíàÿ ôèëüòðàöèÿ

Ïðèíöèïû àäàïòèâíîé
ôèëüòðàöèè
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Ïðèíöèïû àäàïòèâíîé ôèëüòðàöèè

Òðàäèöèîííûå ÊÈÕ- è ÁÈÕ-ôèëüòðû ìîæíî èñïîëüçîâàòü
òîëüêî äëÿ ýðãîäè÷åñêîãî äèñêðåòíîãî ñèãíàëà (ó êîòîðîãî Mx
è Dx íå çàâèñÿò îò âðåìåíè). Ïðè ýòîì ïîëîñû ïîëåçíîãî
ñèãíàëà è øóìà äîëæíû áûòü çàðàíåå èçâåñòíû è ðàçíåñåíû.

Åñëè ñòàò. õàðàêòåðèñòèêè ñèãíàëà íåèçâåñòíû, èñïîëüçóþò
ñèñòåìó, ïàðàìåòðû êîòîðîé àäàïòèðóþòñÿ (ïîäñòðàèâàþòñÿ) ê
âõîäíîìó ñèãíàëó â ïðîöåññå ðàáîòû.

Äðóãîé ïîäõîä ê ýòîé ïðîáëåìå � ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè
îöåíèâàíèÿ.
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