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Îïðåäåëåíèå âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïî ïîêàçàíèÿì
áàðîìåòðà

Áàðîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà:

p = p0 exp

(
−Mg

h − h0
RT

)
→ h − h0 = −RT

Mg
ln

p

p0
(1)

Íà ïðàêòèêå ïðèìåíèìà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

∆h = 18400(1 + αt) lg
p0
p
, (2)

ãäå α � òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò îáú¼ìíîãî ðàñøèðåíèÿ
âîçäóõà (0.003665 1/◦C), t � òåìïåðàòóðà (◦C).
Ïîñêîëüêó àòìîñôåðíîå äàâëåíèå çàâèñèò îò ïîãîäû, èíòåðâàë
âðåìåíè ìåæäó èçìåðåíèÿìè äîëæåí áûòü íåáîëüøèì, à òî÷êè
èçìåðåíèÿ ðàñïîëàãàòüñÿ íå ñëèøêîì äàëåêî äðóã îò äðóãà.
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Âû÷èñëåíèå ïðîéäåííîãî ïóòè ïî îñöèëëîãðàììå
àêñåëåðîìåòðà (ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ)

ax(t) vx(t) =
t∫
0

a(τ)dτ sx(t) =
t∫
0

v(τ)dτ

Такого рода расчёты возможны, если ориентация устройства не
меняется. В начальный момент времени (в неподвижном состоянии)
необходимо определить направление вектора силы тяжести и
вычитать ~g из показаний акселерометра.
Для сложного движения под влиянием центробежной силы из-за
вращения устройства, линейного ускорения и ускорения силы
тяжести такой подход неприемлем.
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Ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ

îðèåíòàöèè óñòðîéñòâà
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Âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè óñòðîéñòâà, íåîáõîäèìî
êîîðäèíàòíûå îñè óñòðîéñòâà ñîïîñòàâèòü ñ ïîëîæåíèåì
îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ êîîðäèíàò.
Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûé âûáîð íàïðàâëåíèÿ îñåé â ãëîáàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò: îñü Z � ïðîòèâîïîëîæíà ñèëå òÿæåñòè, îñü
Y � íà ìàãíèòíûé ñåâåð, îñü X � íà âîñòîê.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ íà ìàãíèòíûé ñåâåð è âåêòîðà ñèëû
òÿæåñòè èñïîëüçóþòñÿ ïîêàçàíèÿ ìàãíèòîìåòðà è àêñåëåðîìåòðà.
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Óãëû Ýéëåðà (1): êëàññè÷åñêèå
Начальная СК – (xyz), конечная – (XYZ). Существует 12 вариантов
из трёх поворотов, как перейти от (xyz) к (XYZ).
Например, Z-X-Z:
Ïåðåñå÷åíèå ¾ñòàðîé¿ ïëîñêîñòè (0xy) ñ ¾íîâîé¿ ïëîñêîñòüþ (0XY) îáîçíà÷åíî

âåêòîðîì ~N è íàçûâàåòñÿ ëèíèåé óçëîâ.

1. Поворот вокруг оси z на угол прецессии α.
Ось z остаётся на месте, оси x и y
вращаются в синей плоскости на α, ось x
становится сонаправленной вектору ~N.

2. Поворот вокруг «бывшей» оси x (вектора
~N) на угол нутации β. Ось z становится на
своё «новое» место Z. Ось y выходит из
синей плоскости и переходит в красную.

3. Поворот вокруг «новой» оси Z на угол
собственного вращения γ. Оси x и y
становятся на свои «новые» места в
красной плоскости – X и Y.
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Óãëû Ýéëåðà (2): óãëû Òýòà � Áðàéåíà

Например Z-Y-X (соответствует навигационным углам):
Ëèíèÿ óçëîâ ~N ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòåé, ñîñòàâëåííûõ èç ðàçíûõ

¾ñòàðûõ¿ è ¾íîâûõ îñåé¿. Çäåñü � (0xy) è (0YZ).

1. Поворот вокруг оси z на угол рысканья ψ
(yaw). Ось z остаётся на месте, оси x и y
вращаются в синей плоскости на α, ось y
становится сонаправленной вектору ~N.

2. Поворот вокруг «бывшей» оси y (вектора
~N) на угол тангажа θ (pitch). Ось x
становится на своё «новое» место X. Ось z
переходит в красную плоскость.

3. Поворот вокруг «новой» оси X на угол
крена φ (roll). Оси y и z становятся на свои
«новые» места в красной плоскости – Y/Z.
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Óãëû Ýéëåðà (3): íàâèãàöèîííûå óãëû

ðûñêàíüå (yaw) òàíãàæ (pitch) êðåí (roll)

(+) Óãëû Ýéëåðà èìåþò èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå ãåîìåòðè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå.
(-) Ñëîæíî êîìáèíèðîâàòü äâà ïîâîðîòà.
(-) Ñëîæíî èíòåðïîëèðîâàòü äâå îðèåíòàöèè (íàõîäèòü
ïðîìåæóòî÷íûå).
(-) Ïîäâåðæåíû ¾ñêëàäûâàíèþ ðàìîê¿ (gimbal lock).
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Ìàòðèöà ïîâîðîòà

Матрица направляющих косинусов (DCM – Direction Cosine Matrix)

Начальная СК – (xyz) или (~i , ~j , ~k), конечная – (XYZ) или (~I , ~J, ~K ).
Преобразование может быть описано через углы между «старыми»
и «новыми» единичными векторами при помощи следующей
матрицы:

DCM =

 cos(~I ,~i) cos(~I , ~j) cos(~I , ~k)

cos( ~J,~i) cos( ~J, ~j) cos( ~J, ~k)

cos( ~K ,~i) cos( ~K , ~j) cos( ~K , ~k)

 (3)

(+) Повороты комбинируются матричным перемножением их DCM.
(+) Для применения поворота к вектору, он умножается на DCM:
~u′ = DCM · ~u
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Êâàðòåðíèîí (îïðåäåëåíèå)
Квартернион – гиперкомплексное число:
q = a + bi + cj + dk,
где a, b, c , d – вещественные числа; i, j, k –
мнимые единицы.
Можно представить в виде вектора в
4-мерном пространстве (a, b, c , d).

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ
áàçèñíûõ êâàðòåðíèîíîâ:
× 1 i j k
1 1 i j k
i i -1 k -j
j j -k -1 i
k k j -i -1

i2 = j2 = k2 = ijk = −1
Операции над квартернионами:

I Умножение на скаляр: kq = (ka, kb, kc , kd).
I Сложение: q1 + q2 = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2).
I Модуль: |q| =

√
a2 + b2 + c2 + d2.

I Сопряжение: q∗ = (a,−b,−c ,−d).

I Обращение: q−1 = q∗

|q|2 .

I Умножение Грассмана – (обычное). Некоммутативно!
I Скалярное произведение: q1 · q2 = a1a2 + b1b2 + c1c2 + d1d2.
I Векторное произведение: q1 × q2 = q1q2−q2q1

2
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Êâàðòåðíèîí âðàùåíèÿ

Переход от «старой» к «новой» системе координат можно
представить как вращение вокруг некоторого вектора ~u = (ux , uy , uz)
на угол ϕ. Это вращение можно описать при помощи квартерниона

q = (cos
ϕ

2
, ux sin

ϕ

2
, uy sin

ϕ

2
, uz sin

ϕ

2
) (4)

Для применения поворота q к вектору ~r , выполняется следующая
операция:

~r ′ = q~rq−1 (5)

(+) Повороты комбинируются:
~r ′ = q2(q1~rq1−1)q2−1 = (q2q1)~r(q2q1)−1

(+) Вращения при помощи квартернионов можно интерполировать:
q ≈ q1 + tq2 (для малых углов)
(+) По сравнению с DCM обладают большей выч. устойчивостью.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ (1)

Ðàñ÷¼ò ìàòðèöû ïîâîðîòà ïî óãëàì Ýéëåðà:

DCMZYX =

cψcθ cψsθsφ − sψcφ cψsθcφ + sψsφ
sψcθ sψsθsφ + cψcφ sψsθcφ − cψsφ
−sθ cθsφ cθcφ

 (6)

Ðàñ÷¼ò óãëîâ Ýéëåðà ïî ìàòðèöå ïîâîðîòà DCMZYX = [Mij ]:

ψ = arctg
M21

M11

θ = − arcsinM31

φ = arctg
M32

M33

(7)
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ (2)

Ðàñ÷¼ò êâàðòåðíèîíà âðàùåíèÿ q = (q0, qi , qj , qk) ïî óãëàì
Ýéëåðà:

q0 = cψ/2cθ/2cφ/2 + sψ/2sθ/2sφ/2
qi = cψ/2cθ/2sφ/2 − sψ/2sθ/2cφ/2
qj = cψ/2sθ/2cφ/2 + sψ/2cθ/2sφ/2
qk = sψ/2cθ/2cφ/2 − cψ/2sθ/2sφ/2

(8)

Ðàñ÷¼ò óãëîâ Ýéëåðà ïî êâàðòåðíèîíó âðàùåíèÿ:

ψ = arctg
2(q0qk + qiqj)

1− 2(q2j + q2k)

θ = arcsin 2(q0qj − qkqi )

φ = arctg
2(q0qi + qjqk)

1− 2(q2i + q2j )

(9)
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ (3)
Ðàñ÷¼ò ìàòðèöû ïîâîðîòà ïî êâàðòåðíèîíó q = (q0, qi , qj , qk):

DCM =

 1− 2q2j − 2q2k 2(qiqj − qkq0) 2(qiqk + qjq0)

2(qiqj + qkq0) 1− 2q2i − 2q2k 2(qjqk − qiq0)
2(qiqk − qjq0) 2(qiq0 + qjqk) 1− 2q2i − 2q2j


(10)

Ðàñ÷¼ò êâàðòåðíèîíà ïî ìàòðèöå ïîâîðîòà DCM = [Mij ]:

q0 =
1

2

√
1 + M11 + M22 + M33

qi =
1

4q0
(M32 −M23)

qj =
1

4q0
(M13 −M31)

qk =
1

4q0
(M21 −M12)

(11)
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Âû÷èñëåíèå îðèåíòàöèè óñòðîéñòâà

Ïî ïîêàçàíèÿì ãèðîñêîïà (wx ,wy ,wz) ðàññ÷èòûâàþòñÿ óãëû
ïîâîðîòà: dΘx = wxdt, dΘy = wydt, dΘz = wzdt.

I Åñëè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìàòðèöà ïîâîðîòà:

DCM(t + dt) = DCM(t) ·

 1 −dΘz dΘy

dΘz 1 −dΘx

−dΘy dΘx 1

 (12)

I Åñëè ðàññ÷èòûâàåòñÿ êâàðòåðíèîí âðàùåíèÿ:

q = (1,
dΘx

2
,
dΘy

2
,
dΘz

2
) (13)
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